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NOTATION

F, : corps fini d’ordre ¢

(a,b) : pged(a,b)

2 : isomorphe

Deg (f): degre f

< p >: idéal engendré par p

[K K ] : dimension de K sur K

F*: F\{0}

m =m’ (modn) : m —m’ divisible par n

A : Anneau de polynomes

I :idéal de A

F,[X]/ (p) : anneau des classes modulo p (z)

F' : espace vectoriel des vecteurs de longueur n sur Fy
|F'| : cardinal de F'

A[X] : anneau des polyndmes a coefficients dans A
my, (p) : nombre des polynomes irréductible sur F, [X]
F5 : corps fini & deux éléments

K/F : une extension finie de corps finis



Introduction

L’objectif dans ce mémoire est ’étude de la divisibilité des trinomes en général par un
polynome irréductible de degré quelconque, cette divisibilité est un probléme d’actualité, en
particulier la divisibilité de ces trinomes sur Fs.

Les trindomes sont des polynomes de la forme %™ 4 2 + 1. Ils ont une application dans
la théorie de corps finis et en théorie du codage. Beaucoup de factorisations des trindmes
et des trindmes irréductibles ont été publiés.

Notre travail est organisé en trois chapitres:

1- Dans le premiér Chapitre: Nous étudions les corps finis, en particulier le corps fini &
deux éléments.

2- Le deuxiéme est consacré a la recherche des polynoémes irréductible sur F3 de degré <
100.

3- Dans le troisieme nous étudions le divsibilité (A lg orithme) des Trinomes 2™+ 2% +1

sur F, par un polynoéme irréductible de degré quelconque.



Chapitre 1

Etude sur les corps finis

La structure de corps fini intervient dans divers domaines des mathématiques, en particulier
dans la théorie de Galois sur la résolution des équations algébriques ol ils sont introduits
pour la premiére fois. Pour cette raison, en hommage au mathématicien francais Evariste
Galois (1811-1832), ces corps sont appelés les corps de Galois. Dans ce chapitre nous allons

étudier de ces corps finis

1.1 Généralités

1.1.1 Groupe:

Définition 1.1.1 Un ensemble G est un groupe si il est muni d’une loi de composition

interne vérifiant les trois propriétés suivants:

- Emistence d’un élément neutre e: V x € G, exx =1 *xe = x.
- Associativité de la loi x: Vr,y,z € G, (xxy)xz=x % (y*2) =T %Yy * 2.
- Ezistence d’'un symétrique pour tour x de E: Vx € g, 3y € G tel que xxy = yxx = e.
Si de plus la lot de composition interne est commutitive Yx,y € G : x xy = y * x alors
le groupe (G, %) est dit commutatif (ou abélien) . Dans ce cas la loi * sera souvent notée +,

le neutre e noté 0 et le symétrique y noté —x



1.2. Corps finis

1.1.2 Anneaux:

Définition 1.1.2 Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne notées +

et x on dit que (A, +, X) est un anneauz lorsque:
1. (A, +) est un groupe commutatif
2. X est associative
3. il y a dans A un élément neutre pour X

4. x est distributive par rapport a + ie :

V(g o)eas, ] EHYxE=exatyxa
s ’ X (y+z)=zxy+zrxz

1.2 Corps finis

Définition 1.2.3 Soit (A, X, +)un anneau. Un élément a € A est dit inversible s’il posséde
un symétrique pour la multiplication c’est a dire si : 3a' € A,al x a=a x d =14.
Un anneau (commutatif) K est appelé un corps si tout élément non nul de K est in-

versible.
e l'anneau Z n’est pas un corps (par exemple 2 n’est pas inversible)
e les anneaux Q, R et C sont des corps
Définition 1.2.4 On appelle sous corps, d’un corps (K,+, x), tout sous ensemble K' de
K que, muni des restrictions des lois + et X est un corps.
Proposition 1.2.5 K’ C Kest un sous corps de (K, +, X) si et seulement si

— K" # 0.
~Va,be K',a—betaxb'!ecK'

% On dit qu’un corps K est fini s’il n’a qu’un nombre fini d’éléments

x un exemple de corps finis est l’ensemble Fy = {0,1} avec la régle 1+ 1 = 0.



1.3. Description des corps finis

1.3 Description des corps finis

Dans toute la suite, étant donné un entier p € N* , nous noterons Z, le groupe Z/pZ qui

est un corps si et seulement si p est premier.
Théoréme 1.3.6 (Wedderbun) Tout corps fini est commutatif.

Théoréme 1.3.7 Soit F' un corps fini. Il existe un plus petit entier p tel que p.1 = 0. De

plus, p est un nombre premier et Z, est un sous-corps de I'.

Preuve. Comme F’ est fini, les éléments 1, 2.1, 3.1... ne sont pas tous distincts, donc il
existe deux entiers n et m tels que n.1 = m.1 avec n < m. Par conséquent, par simplification,
(m —n).1 = 0. Soit p le plus petit entier non nul tel que p.1 = 0. L’ensemble K =
{0,1,2.1,...,(p—1).1} est un sous-corps de F' a p-éléments et K ~ Fp = Z/pZ. Donc p est

premier et F), est un sous-corps de F'. m

Proposition 1.3.8 L’entier p est appelé caractéristique de I et le sous-corps engendré par

1 (qui est isomorphe & Fp) est le sous-corps premier de F.

On dira d’un tel Fp (avec p premier) que c’est un corps premier de caractéristique p
(par convention, ) est un corps premier de caractéristique 0). Comme Fp est un sous-corps

de F', F' peut étre vu comme un Fp-espace vectoriel

Théoréme 1.3.9 Soit F' un corps fini de caractéristique p, I’ est un Fp espace vectoriel de

dimension finie (disons n) et par conséquent,

#(F) =p"
(ou #(F) désigne le cardinal deF).

Preuve. F' est un Fp-espace vectoriel et, par hypothése, I’ est fini. Par conséquent, la

dimension de F' en tant que Fp-espace vectoriel est forcement finie (disons n). D’ou #(F')



1.4. Cardinal et groupe multiplicatif d’un corps fini

= (#(Fp))"= p". Donc un corps fini a forcement p™ éléments ol p est un nombre premier.

Proposition 1.3.10 Soit I}, un corps fini de cardinal q, il existe un nombre premier p tel

que:
1. F,C F (F,=7Z/pZ)
2. q = p" pour un certain n € N*

3. Vx € F, on a 27 = x.

1.4 Cardinal et groupe multiplicatif d’un corps fini

1.4.1 Cardinal d’un corps fini

Soit K un corps fini. Son sous-corps premier est fini donc K est de caractéristique p > 0. On
identifiera son sous corps premier & F, = Z/pZ. Tout corps contenant K a méme sous-corps

premier, donc est aussi de caractéristique p.

Lemme 1.4.11 Soient K, K' deux corps finis, de cardinal q et q' respectivement.

1) Soit n = [K' : K]. Alors ¢’ = ¢".
2) Par conséquent, si p = car(K) et m = [K : F}], alors ¢ = p™ et ¢/ = p™™.

Preuve. 1) Comme K’ est fini, c’est un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors

K’ = K" comme K-espace vectoriel, et donc |K'| = |K|" = g = p™. Ceci prouve 1).

2) F, C K et comme K est finie, c’est un F), espace vectoriel de dimension finie m Alors
K’ = F,,comme K espace vectoriel et donc |K| = |F,|" = ¢ =p™ et (¢)" = (p™)" =
q/ — pmn. ]

Corollaire 1.4.12 Si K est un corps fini de caractéristique p, alors le cardinal de K est

une puissance de p.



1.5. Groupe d’automorphisme d’un corps fini

1.4.2 Groupe multiplicatif d’un corps fini

La propriété suivante des corps finis joue un role important en cryptographie ainsi que pour

la construction de certains codes correcteurs d’erreurs

Théoréme 1.4.13 Soit k un corps fini de cardinal ¢ = p". Le groupe multiplicatif F| =
F\{0} est un groupe cyclique d’ordre g — 1.

Preuve. Par définition, F™* est un groupe multiplicatif. Soit o« € F*. Comme |F*| =
p™ — 1, o a au plus p™ — 1 valeurs différentes. Il existe donc r, 1 < r < p™ — 1, tel que
o = 1. Le plus petit r vérifiant cette propriété est appelé 'ordre de . Soit o un élément
de F* d’ordre r maximal. Montrons que 'ordre [ de tout élément de F™* divise r. Soit 7
premier tel que r = 7%’ et [ = 7’ avec pged(r', w) = pged(I',7) = 1. o™ a pour ordre r’
et 8" a pour ordre 7, donc o™ 8"a pour ordre 7'r’. Par conséquent, 7°r’ < r = 7%, soit
b < a. Cela montre que [ divise r. Pour tout g € F*, est donc solution de X" — 1 = 0.
Hgeps (X — B) divise X” — 1, donc r > p™ — 1, et donc r = p™ — 1 et F™* est cyclique. m

Définition 1.4.14 Les générateurs de F, sont appelés éléments primitifs de ).

1.5 Groupe d’automorphisme d’un corps fini

Proposition 1.5.15 (Frobenius)

Soit K un corps de caractéristique p > 0. L’application x — zP est un homomorphisme
de corps appelé homomorphisme de Frobenius.
Proposition 1.5.16 Soit K un corps de caractéristique p > 0.

— Soit x € k Alors x € F, sl et seulement si 2P = z.

- Soit @ € K[X]. Alors Q € Fp[X] si et seulement si Q(X?) = (Q(X))?.

Preuve. Soit + € K. Si o € F), alors par le théoréme de Lagrange 2 = z. Ré-
ciproquement, le polynome X? — X a au plus p racines, or les éléments de F),, au nom-

bre de p sont tous racines. Si @ € F,[X] alors d’aprés I'homomorphisme de Frobenius



1.6. Extension de corps

Q(X?) = (Q(X))P.Réciproquement si Q(X?) = (Q(X))? alors par ’homomorphisme de

Frobenius les coefficients de () vérifient ’équation z” = x donc appartiennent a F,. m

Proposition 1.5.17 Soit K un corps de caractéristique p # 0. L’application F : © — xP
est un endomorphisme de la Z/pZ-algébre K, appelé endomorphisme de Frobenius de
K. De plus, si K est fini, F' est un automorphisme. En particulier, si K = Z/pZ, F est

lidentité.

Proposition 1.5.18 Soit K un corps fini de caractéristique p. St o € K est de degré r sur
F,, alors r est le plus petit entier tel que o =« , les o' sont distincts, pour 0 <1 <7 etle
polynéme minimal de o sur F), est H (X - api) .

0<i<r

'

Proposition 1.5.19 Soit ¢ = p", avec p premier. Le groupe des automorphismes de I, est

cyclique d’ordre n engendré par l’automorphisme de Frobenius F : x — xP.

1.6 Extension de corps

Soit K un corps finis et soit L une extension du corps K. Ceci veut dire que L contient K
comme sous-ensemble et que I'addition et la multiplication dans L prolongent celles de K
, en d’autres termes, si x,y € K, © + y et zy désignent le méme élément (de K) que les
opérations soient prisent dans (K, +, x) ou dans(L, +, x). On note I'extension par L/K ou
L: K.

Le corps L est muni d’une structure d’espace vectoriel sur K. Si cette espace vectoriel
est de dimension finie on note [L : K] sa dimension, on dit que 'extension L/K est finie, et

on appelle [L : K| le degré de I'extension.

Définition 1.6.20 Soient Fet E des corps, si ' est un sous corps de E,on dit alors que E

est une extension de F.

Proposition 1.6.21 Toute extension finie de corps finis est normale et séparable.

10



1.6. Extension de corps

Démonstration. Soient K/F une extension finie de corps finis, ¢ le nombre d’éléments
de K, F}, le sous—corps premier. Le corps K est le corps de décomposition sur F), (donc sur
F') du polynome X7 — X, par conséquent I’extension K/ F), est normale, et donc K/F aussi.
Si « est un élément de K, il est algébrique sur F,son polynéme irréductible sur F' divise
X7— X, il est totalement décomposé sur K, sans racine multiple (noter que p ne divise pas

q — 1), donc il est séparable. m

1.6.1 Existence et unicité des extensions F, C F»
Théoréme 1.6.22 Soient p un nombre premier, ¢ = p® et ¢ = p" deux puissances de p.

1) S’il existe une extension F, C Fy alors ¢ est une puissance de q c-a-d n est un
multiple de d.
2) Réciproquement, si n = rd, c.-a-d., si ¢ = q", alors le corps F,contient un unique

sous-corps de cardinal q , c’est le sous-corps des invariants de F'r,.

Preuve. 1) On a deja vu (lemme 1.4.11) que si F,C F, alors F, est un F-espace
vectoriel de dimension finie r, d’ou ¢ = ¢", c.-a~-d n = dr.

2) Réciproquement, supposons n = dr, c.-a-d., ¢ = ¢". Le polynéme X7 — X = X9 — X
est scindé dans F¢' et ses racines, deux a deux distinctes, sont exactement les éléments de
Fy.D’autre part,

X7 — X = X9 — X 4+ X9 — X4 X9 — X4

= X9 — X + (X7 — X)I4-4(X9 — X)q"*1

r—1

Donc X9 — X divise X9 — X et a aussi toutes ses racines dans F.Ces racines sont
exactement les points fixes dans Fiy de ’endomorphisme de Frobenius F'r;, donc forment un
sous-corps K de cardinal ¢, isomorphe a F,. Enfin, supposons que L soit un autre sous-corps
de F, de cardinal q. D’aprés le théoréme 1.4.13, le groupe multiplicatif L* est cyclique,

d’ordre ¢ — 1. Donc, tout élément z € L* vérifie
r9—1=1 et donc 27 = x.

Par conséquent, les éléments de L = L* U {O}sont exactement les racines dans Fj, du

polynéome X9 — X. Il en résulte L = K. m

11



1.7. Existence et Unicité du corps I,

Lemme 1.6.23 Soit K un corps de caractéristique p > 0. Notons F' l’application K — K
définie par F(x) = 2P (F s’appelle le morphisme de Frobénius).Alors:

1. F est un morphisme de corps ( injectif).
2. Si K est fini, ¢’est un automorphisme (i.e.il est bijectif).

3. Pour x € K, F(x) = x si et seulement siz € F),.

Preuve. On a évidemment F(zy) = F(x)F(y) et F(1) = 1, ce qui implique que

F(x™) = (F(z))™! pour z # 0. Pour I'addition, écrivons la formule du binéme :

P - P s
(a’;—’—y)p:xp—f- :Ep 1y++ l’p Zyz_l_..._’_yp
1 i
D’aprés le théoréeme 1.9.29 la formule du binéme devient donc: (z + y)? = aP 4+ yP, ce
qui montre 1. F étant un morphisme de corps, il est injectif et donc bijectif si le cardinal de
K est fini. Enfin on a 277! = 1 pour tout = € F, non nul (car F; est de cardinal p — 1) et

donc 2P = x pour = € F),. Les éléments de F), sont les seuls vérifiant cette équation, puisque

I’équation X? — X = 0 a au plus p racines dans le corps K. m

1.7 Existence et Unicité du corps F,

1.7.1 Existence du corps F,

Théoréme 1.7.24 Soient p un nombre premier, n € N*. On pose ¢ = p™. On considére
le polynome X1 — X comme & coefficients dans F,. Alors le corps de décomposition du

polynome X9 — X sur F, est un corps a q éléments noté F,.

Preuve. Soit K le corps de décomposition de X9 — X sur le corps F,. L’ensemble
A C K des racines de X, — X est un corpscarsiz € Aety € A,onaz’ =z et y! =y,
d'ou (zy)? = zy et (x + y)? = z + y car g étant égal a p", Papplication x — 27 de K dans
K est le morphisme de Frobenius itéré n fois. On a donc zy € A et v +y € A. De plus
siz e A, x#0,on aévidemment 1/z € A, et A contient F,. On a donc A = K puisque

par définition K est engendré sur F, par les racines de X9 — X. D’autre part si I’on pose

12



1.7. Existence et Unicité du corps I,

P=X9—X,onaP =¢qX%!—1= —1 puisque la caractéristique p de K divise ¢q. Cela
entraine que les racines de P sont simples (puisque pour toute racine o de P dans K on
a P'(a) = —1 # 0), et donc que A = K est un corps a ¢ éléments (puisque le polynome

X9 — X a alors exactement ¢ racines dans K). En particulier, sig=pona K = F,. m

1.7.2 Unicité du corps Fy

Proposition 1.7.25 Soit k un corps fini a q = p" éléments. Alors il est isomorphe au

corps Fy (par un F,-isomorphisme).

Preuve. Comme |k| = ¢ = p", le corps k est de caractéristique p. Il contient donc le
corps I,
Soit a € Fj, un élément primitif, ¢, € F,[X] son polynéme minimal. Le polynéme ¢, est
de degré n, et
F, = {ao +oa+ ... +apa" o € Fp}

puisque [, ~ %.

Comme |K| = ¢, les éléments de K vérifient aussi 'équationX? — X = 0 et K s’identifie
aussi & 'ensemble des solutions de I’équation X? — X = 0. Comme ¢, est un diviseur
irréductible (sur F},) de X7 — X, il existe b € K tel que g, soit le polynéme minimal de b (b
est une racine dans K du polynome ¢,). Considérons l'application f : F, — K :

ag+ara+ ...+ a0 — ag+arb+ ...+ a1 b7t

Il est immédiat de vérifier que f est un isomorphisme (en fait un Fj-isomorphisme) de

corps. m

Etudions maintenant les sous-corps de F,.

Proposition 1.7.26 Posons ¢ = p" avec p premier.

1. Pour tout entier d tel que d|n, il y a un unique corps K de cardinal p? tel que :
F,C K CF,

Ce corps K est ’ensemble des x € F} tels que 2P = 1 est isomorphe a F; avec q =pt

13



1.8. Construction des corps finis

2. Réciproquement, tout corps K tel que F, C K C F, est de cardinal p? avec d|n.

Démonstration. Soit d un entier tel que djn. Montrons I'existence de K. Soit K
'ensemble des racines (dans F},) du polynéome X ' , il a déja été démontré que K était

un corps(démonstration de théoréme de l'existence). m

1.8 Construction des corps finis

Ainsi, comme les corps finis de méme cardinal ¢ = p” sont tous isomorphes, il suffit d’en

connaitre un pour les connaitres. Par exemple soit P un polynoéme irréductible de degré

Z/pZ

—— peut étre muni d’une structure de corps et est de cardinal

n dans Z/pZ, 1'ensemble
p". Une construction classique de I’arhitmétique dans un corps fini est donc d’implémenter
Z/pZ, de recherche un polynéome irréductible P dans Z/pZ de degré n, puis de représenter
les éléments de GF [p"] par des polynomes ou des vecteurs, et d’implémenter les opérations
arhitmétiques comme des opérations modolo p et P.

Le théoréme pour la construction d’un corps fini & ¢ = p" éléments est le suivant:
Théoréme 1.8.27 Soit « € F/K et soit g le polynome minimal de o sur K Alors:

1) K («) est isomorphe & K [z] /(g).
2) Une base de K (a) sur K est {1,a,a?,....,a%@)"11.

Exemple 1.8.28 Soit P = X%+ X +1 le seul polynéme irréductible de degré 2 de l’algébre

F5[X].On note a une de ses racines, on a
FQ(OL)NFQ[‘T]/<]9>

On sait, que F5[X]|/ < p > est un corps et que si désigne la classe d’équivalence du
polynome X dans F5[X]/ < p >, alors, F3[X]/ <p>={a+b|a,be Fp} ={0,1,a,1+a},
et{1, a} est une base de F} («)

La table de multiplication de F5[X]/ < p > s’écrit, compte tenu de I'égalité P(«a) =

0, c’est-a-dire a®? = a + 1

14



1.9. Quelques propriétes

On y voit par exemple que 'inverse de « est (1 + «).

La table de ’addition de F»[X]/ < p > s’écrit

X 0 1 « 1+«

0 0 0 0 0

1 0 1 o 1+«

o 0 o 1+ 1
l+a |0 |1+« 1 @

+ 0 1 o} 1+«
0 0 1 o} 1+«
1 1 0 1+« «Q
« « 1+ o 0
l+a|l4+a « 1 0

Puissance de a dans Fy [z] /(22 + x + 1)

¢t |01 ]2 3

ol |1

all+al|l

e « est un élément primitif, et 22 + z + 1 un polynoéme primitif dans F; [z]

1.9 Quelques propriétes

Théoréme 1.9.29 Dans tout corps fini F ayant ¢ = p™ éléments (p premier), pour tout

r,y € F

on a

(x+y)" =2 +y"

15



1.9. Quelques propriétes

Preuve. comme F est de caractéristique p, dans F' on a la formule du bindéme de Newon

donne

p

(x+y)? = ZC’; zh Pk
k=0

Montrons que pour tout 1 <k <p—1ona p/C’I’f .on a

Ck:px(p—l)...(p—k—l—l)
p k

Montrons tout d’abord que pged(k, p) = 1. Comme p est premier, pged(k,p) = 1 ou p si

pged(k, p) = p ,comme p est premier ,d’aprés Gauss, il faudrait que p divise I'un des facteurs

de k ce qui est impossible puisqu’ils sont tous stictement inférieurs a p. Donc pged(k, p) = 1.
p—1)...(p—k+1)
k

(. J

v .
entier

or, comme C¥ est entier,ona k/p-(p—1)...(p —k+1) puis C¥ = p

Donc pour 1 <k <p-—1,0na p/C’I’f puis C’;f = 0 dans F' Ainsi,dans la somme (1), seuls

le premier et le dernier termes sont non nuls,c’est a dire (z + y)” = 2P + yP. ®

Corollaire 1.9.30 si a est une racine de P € F,[z],alors ap,ap2, ..,o" sont aussi des

racines de P.

Lemme 1.9.31 7 nZ est un corpss n est premiers Z /nZ est un anneau intégre. De

plus Z /pZ est l'unique corps (a isomorphisme prés) de cardinal p.

1.9.1 Représentation d’un corps fini en puissance de «

Exemple 1.9.32 Soit o € Fig une racine du polynéme irréductible z* + x + 1 sur Fy
(on peut faire la division par v+ 1 et x> +x + 1), c’est a dire que o* + a + 1 = 0. Sig-
nalons que o est primitif (ie o'® = 1), Fig est représenté par les polynémes de deg < 4
dont tout élément est combinaison linéaire des éléments 1, a, o? et a®. Voila les différentes

représentations des éléments de Fig.
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1.9. Quelques propriétes

En puissance de «  En polynome En 4 uples
0 0 (0,0,0,0)
1 1 (1,0,0,0)
o a (0,1,0,0)
a? a? (0,0,1,0)
a? a’ (0,0,0,1)
o 14+« (1,1,0,0)
o® a+ a? (0,1,1,0)
ab a? 4o (0,0,1,1)
a’ l+a+a? (1,1,0,1)
ab 1+ a? (1,0,1,0)
a? a+ad (0,1,0,1)
at? 1+a+a? (1,1,1,0)
all a+ao?+al (0,1,1,1)
al? 1+a+a®+ad (1,1,1,1)
at? 1+a?+a? (1,0,1,1)
att 1+a? (1,0,0,1)

2

Fi6 vu comme espace vectoriel sur Fy de dimension 4, {1, o, a?, o} étant une base ou a

verifie a* +a+1=0
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Chapitre 2

Etude des polyndmes sur un corps fini

2.1 Anneaux des polynémes

Soit A un anneau commutatif, on rappelle qu'un polynéme P a une variable a coefficients
dans Panneau A est la donnée d’une suite P = (ag, ay, ..., G, ...) d’éléments de A, dont tous

les termes sont nuls a partir d’un certain rang. L’ensemble de ces polyndmes est noté A[X].
Définition 2.1.33 L’anneau A[X]| est appelé anneau des polynomes a coefficients dans A.
Nous allons maintenant étudier quelques propriétés de 'anneau A[X]

2.1.1 Opérations sur les polynémes

Définition 2.1.34 Soit P = (ag,ay, ..., Gy, ...) €t Q = (b, b1, ..., by, ...) deux polynomes de
A[X]. On définit la somme et le produit de P et Q) respectivement par

(1) P+ Q = (ap + bo,ay + by, ...,an + by, ...)

(2) PQ = (co,C1y vy Cpy on), ‘

ou pour chaque indice 1 > 0, ¢; = Z arb;_.

Un polynéme dont les termes a; solrﬁlionuls pour tout ¢ > 1 est appelé polynéme constant.

On identifie tout élément a € A au polyndéme constant (a, 0,0, ...), ce qui permet d’écrire
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2.1. Anneaux des polynémes

aP = (aag, aay, ..., aa,, ...)

Il est clair que le polyndome 1 = (1,0,0,...) est ’élément neutre de la multiplication et le
polynéme 0 = (0,0,0,...) celui de 'addition.
Un polynoéme a une variable sur un corps A est une expression ag + a1 X +--+a, X" ou

les a; sont des éléments de A (les coefficients du polynome).

Définition 2.1.35 Soit A un anneau. Soit f € A[X], f # 0. Puisque f# 0, on peut écrire
f=asX"4+ a4 1Xq-1+ ...+ ao, avec a; € A, ag # 0. L’entier d > 0 est appelé le degré de
f, et est noté deg(f). Par convention, on pose deg(0) = —oo on a donc deg(f) > 0 si et

seulement si f est non nul.

Le coefficient a4 est appelé le coefficient dominant de f. On dit qu’un polyndéme est

unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

Contrairement au cas des polynémes a coefficients dans un corps, 'anneau A[X] n’est
pas nécessairement intégre. Le lemme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes

pour cela soit le cas.
Lemme 2.1.36 : Soit A un anneau. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Panneau A[X] est intégre .
(2) 'anneau A est integre .

(3) pour tous f,g € A[X], on a deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Preuve.
(1) = (2). C’est immédiat car un sous-anneau d’un anneau intégre est integre.
(2) = (3). Si f ou g est nul, 'égalité est triviale. Supposons maintenant que f et g

soient non nuls, et écrivons
f=a, X"+ ... +ap,9g=0,X"+..+by,a, #0,b, #0
En utilisant la définition, on voit que 'on a

fg = b X" + des termes en X', i <n+m ,
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2.1. Anneaux des polynémes

Comme A est intégre, on a a,b,, # 0, ce qui démontre I’égalité

deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g)

(3) =(1). Puisque A est commutatif non trivial, il en est de méme de A[X].
Soient f et g deux polyndémes non nuls. On a donc deg(f) > 0 et deg(g) > 0. Mais

alors, on a

deg(fg) = deg(f) + deg(g) > 0,

ce qui entraine que fg est non nul, d’ou U'intégrité de A[X]. m

On continue ce paragraphe en expliquant comment diviser deux polynomes.

Théoréme 2.1.37 Soit A un anneau. Soient f,g € A[X], g # 0, deg(f) > deg(g). On
suppose que le coefficient dominant de g est un élément inversible de A. Alors il existe deux
polynomes Q, R € A[X], avec deg(R) < deg(g) tels que f = Qg + R. Si de plus A est

intégre, () et R sont uniques.

Démostration

On démontre existence de @ et R par récurrence sur deg(f). Soit (H,) la propriété :

(Hy,) : Pour tous f,g € A[X] , g # 0 tels que deg(g) < deg(f) < n, et tels que le
coefficient dominant de ¢ soit inversible, il existe @, R € A[X], tels que deg(R) < deg(g) et
f=9Q+R.

Si f est nul, c’est clair, car on prend @) = R = 0. Si deg(f) = 0, alors deg(g) = 0. On
adonc f =a,g=b,a,bc A,bec A*. On pose alors Q = b 'a et R = 0 dans ce cas. Ainsi
(Hp) est vraie.

Supposons (H,,) vraie pour un n > 0, et montrons (H,1). Si deg(f) < n, alors @ et R

existent car (H,) est vraie, donc on peut supposer que deg(f) =n + 1. Ecrivons

f=a i X"+ e X +tag,g =0 X"+ ...+ b X + b

Par hypothése, on an +1 > m.
Soit Q; = bt a, X" et Ry = f — b la, X" "™g. Remarquons que b;! & un sens

dans A, puisque b,, € A . Puisque f,g € A[X], on a aussi )1, R, € A[X]. Par construction,
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2.1. Anneaux des polynémes

le coefficient en X"*! de R; est 0, donc deg(R;) < n. Si deg(R;) < deg(g), on a fini, car on
peut écrire

f=bla,X""""g + Ry,

et donc poser R = Ry etQ = b ta,, X "1™,

Supposons maintenant que deg(R;) > deg(g). Comme deg(g) < deg(R1) < n, on peut
appliquer (H,), et donc il existe 2, Ry € A[X] tels que Ry = gQ2 + Ra, avec deg(Rsy) <
deg(g)-

Ainsi, on a f = (b,'a, X" ™™ 4+ Qq)g + Ra, et deg(Rz) < deg(g). Maintenant, il suffit
de poser Q = b, a,, X"™1"™ 4+ Q4 et R = Ry.

Ainsi, (H,1) est vraie, ce qui achéve la récurrence. Montrons maintenant 'unicité de @
et R dans le cas ou A est intégre. Supposons f = Q19+ Ry = Q29+ Rs, avec Q;, R; € A[X]
et deg(R;) < deg(g). Alors, on a g(@Q; — Q2) = Ry — R;. Puisque A est intégre, on a

deg(g9(Q1 — Q2)) = deg(g) + deg(Q1 — Q2)deg(g).

Néanmoins, il est facile de constater que deg(R2 — R1) < deg(g), d’ott une contradiction,
sauf si deg(Rs— Ry) = —o0, c’est- a~dire Ry — Ry = 0. Ainsi Ry = Ry, et donc g(Q1—Q2) = 0.
Comme A est intégre, il en est de méme de A[X], et puisque g # 0, on obtient Q1 = Qs.

Définition 2.1.38 Si A est intégre, les polynomes @ et R s’appellent respectivement le

quotient et le reste de la division de f par g.

En pratique, la meilleure fagon de calculer ) et R est de procéder comme dans le cas ou
A=R,C.

Attention ! Ce résultat n’est pas vrai dans le cas général. Par exemple, X,2X € Z[X],
mais le quotient de X par 2X est % , qui n’est pas dans Z[X].

Si k est un corps, on peut donc diviser n’importe quel polynéme par un polynéme non
nul, et on obtient que k[X] est un anneau euclidien dans ce cas. Nous reviendrons sur ce

point dans un paragraphe ultérieur.
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2.2. Polynémes irréductibles

2.2 Polynémes irréductibles

2.2.1 Irréductibilité des polynémes de degré 1

Nous allons commencer & nous intéresser a l'irréductibilité des polyndémes & coeffcients
dans un anneau. Nous examinerons dans ce paragraphe le cas des polynomes de degré
1. Avant de continuer, signalons que la notion usuelle d’irréductibilité d’un polynéme a
coefficients dans un corps concide avec la notion d’irréductibilité plus générale introduite

précédemment.

Remarque:

Si K est un corps, alors f € k[X] est irréductible si et seulement s’il n’est pas constant et
ne peut pas s’écrire comme produit de deux polynémes non constants, ce qui est la définition
classique de l'irréductibilité d’un polynome.

En effet, si f est constant, alors il est soit nul, soit inversible car k*[X]| = K* =k \ {0}.
Dans ce cas, il n’est pas irréductible. Si f = fif2 avec fi, fo € k[X] non constants, alors
f n’est pas irréductible non plus, puisque fi, fo € k[X]* = K* =k \ {0}. Inversement,
supposons que f ne soit pas irréductible, et supposons qu’il soit non constant. Alors, en
particulier il est non nul et non inversible, et donc nécessairement, on a f = fifs, avec
f1, f2 € k[X] et donc non constants. Ceci devient faux pour des coefficients quelconques.
Par exemple, 2X € Z[X]| ne peut pas s’écrire comme produit de deux polynémes non
constants, mais il n’est pas irréductible, puisque ni 2, ni X ne sont inversibles (en effet,
Z[X] = ) {0}).

Lorsque k est un corps, tout polynome de degré 1 a coefficients dans k est irréductible.

Plus généralement, on a le résultat suivant:

Lemme 2.2.39 Soit A un anneau intégre. Alors, pour tout a € A, le polynome X — a est

irréductible.

Démostration:

Soit a € A. Alors, X — a est non nul, et non inversible, car A étant intégre, on a
A[X]* = A* . Supposons que 'on puisse écrire X —a = fg, f,g € A[X]| Remarquons que
f et g sont non nuls. Comme A est intégre, on a deg(X — a) = 1 = deg(f) + deg(g)
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2.2. Polynémes irréductibles

En particulier, f ou ¢ est constant, disons f. Dans ce cas, g est de degré 1. Ecrivons
f=bet g =cX +d. En identifant les coefficients dominants, on obtient bc = 1. Ainsi,
f=be Aet X —a est bien irréductible.

L’exemple suivant montre que ce résultat n’est plus valable si A n’est plus intégre.

Lemme 2.2.40 Soit A un anneau, soit f € A[X], et soit a € A. Alors, f est irréductible

si et seulement si f(X — a) est irréductible.

2.2.2 Polynémes irréductibles

Définition 2.2.41 Soit K un corps, et P(X) € K[X]| un polynome. Le polynéme P est
wrréductible s’il ne peut pas se mettre sous la forme d’un produit de deux polynémes de degré
au, mowns égal a 1. Les polynomes irréductibles sont aux polyndomes ce que sont les nombres

premiers aux nombres entiers.

On peut particulier montrer que tout polynoéme se décompose de maniére unique (a
lordre pres des facteurs et & un coeficient multiplicatif constant prés) en un produit de

polynomes irréductibles.
Exemple 2.2.42

1. P(X) = 2%+ z + 1 est irréductible sur F}

2. Les polynomes de degré 3 irréductibles dans Fp[X] sont X3 + X? +1 et X2+ X + 1.

3. De maniére générale, tout polynome de degré 1 est irréductible dans K[X] et ceci
quelque soit le corps, fini ou non.

4. Dans R[X] les polynomes irréductibles sont tous les polynomes de degré 1 et les
polynomes de degré 2 dont le discriminant (le fameux A = b? — 4ac) est négatif.

5. Dans C[X] les polyndmes irréductibles sont tous les polynomes de degré 1 et eux

seulement.

Dans le cas des corps finis, on admettra le théoréme suivant qui donne l’existence de

polynomes irréductibles de tout degré.

23



2.2. Polynémes irréductibles

Théoréme 2.2.43 Soit p un nombre premier. Pour tout entier n > 1 1l existe un polynome

irréductible a coefficients dans F), de degré n.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynéme

a coefficient dans un corps fini soit irréductible.

Théoréme 2.2.44 Soit F, un corps a q élément, un polynéme P € F,[X| de degré n > 1

est wrréductible si et seulement si

1. P divise le polynome X7 — X.
2. pgcd(an\t — X, P) =1 pour tout diviseur premier t de n.

2.2.3 Ciritére d’irréductibilité d’un polynéme sur Q

Définition 2.2.45 Soit
P=ay+a; X + -+ a; X%

Un polynome a coefficients entiers. On définit le contenu de P comme le nombre

C(P) = PGCD(Clo,(ll, ...,ad)

Proposition 2.2.46 « Lemme de Gauss » Soit P € Z[X] un polynéme primitif. Alors P

est irréductible dans Q[X] si et seulement s’il est irréductible dans Z[X].
Lemme 2.2.47 Soient P, Q) € Z[X]. Alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme 2.2.48 (Critére d’Eisenstein). Soit P € Z[X], P = a, X" + .... + ay.

Soit p un nombre premier. On suppose:

L. pta™
2. p\ a;, pouri <n—1.

3. p2 '{/(J,U.
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2.2. Polynémes irréductibles

Alors P est irréductible sur @.(et donc dans Z pour vu que P soit primitif ).

Démostration:

En divisant par ¢(P) on peut supposer P primitif. Il suffit alors de montrer que P est
irréductible dans Z[X| par la proposition 2.2.46 Raisonnons par I’absurde : supposons
que P = PP, dans Z[X], avec Piet Ponon constants. Si @ = co+--+c,X? € Z[X] et si p
est un nombre premier, notons Q = G+++¢,X? le polynéme de F,[X] obtenu en prenant
les classesdes coefficients modulo p (« réduction de Q modulo p »).

Rappelons que F, désigne le corps premier Z/pZ. L’égalité P = P, P, donne par réduc-
tion modulo p la relation P = P, P, dans F,[X] (car il est immédiat de voir que P, P, =
P, - P, puisque Papplication a — @ de Z dans F, est un morphisme d’anneaux). Mais par
hypotheése P = azX¢. Notons o et B, les coefficients constants de P, et P , on en déduit
quea_ozﬁ_oz()dans F,, onaeneffeta_oﬁ_ozaoz(), d’oﬁa_0:00u£70:()puisque F,
est un corps. Si par exemple ag = 0, notons @, X" le monéme non nul de plus bas degré de
Py, on alors B,a, = @, = 0 d’ott B, = 0. On en déduit que p|ag et p|3,, et donc que p?|agfy,

soit p?|ag, ce qui est contraire & ’hypothese 3.

Théoréme 2.2.49 (réduction modulo p). Soit p un nombre premier et soit

P e Z[X], P=a"X, + ... + ap. On pose P = Cp(a.)X" + ... + Cp(ap). Si P est
irréductible dans Z /pZ[X], alors P est irréductible dans Q[X](et donc dans Z[X] si il est
primitif ).

Remarque:
1- 11 existe beaucoup de polynémes irréductibles de degré n dans F,[z]|, puisque leur
nombre m,,(p) est encadré par

Pt — an/2J+l

< ma(p) < [15]

P’
n n
2- Si p un nombre premier. X? — X — 1 est irréductible sur Z. [11]
3- Si p est un nombre premier, X?~1 + ... + X + 1 est irréductible sur Z et Q. (appliquer

Eisenstein a P(X + 1)). [11]
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2.3. Anneau quotient

2.2.4 Période d’un polynoéme

% Tout polynéme & une période, et la période d’un polyndéme irréductible de degré n est
2m — 1 sur Fs.

% Tout polynéme irréductible sur GF(2) de degré m divise ! + 1 avec [ = 2™ — 1.

* 73+ 2+ 1 divise 27 + 1 on effet 22 —1 =7

s’ +1=('+2 2+ + D)@ +z+1)

2.3 Anneau quotient
2.3.1 Idéaux
Soit (A, +, X) un anneau.

Définition 2.3.50 On appelle idéal & droite (respectivement & gauche) de l'anneau A, tout

ensemble I C A tel que

1. I est un sous groupe de (A,+).
2.Vx e A, Vy € I, vy € I (respectivement y x x € ).
Si I est idéal a droite et a gauche de A, on dit que [ est un idéal bilatere de A. Si
I’anneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle seulement

d’idéal sans préciser s’il I'est a droite, & gauche ou bilatére.

Exemple 2.3.51 Soit (A, +, x) un anneau, alors I = {04} est un idéal bilatére de A.

Proposition 2.3.52 Soit I un idéal a gauche (ou a droite) d’un anneau unitaire (A, +,e),

alors 1, € I & 1 =A< dv € I, x est inversible.

Définition 2.3.53 Soient A un anneau commutatif non nul et I un idéal de A. Alors la

relation définie par:

Ry zc—yel
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2.3. Anneau quotient

est une relation d’équivalence sur A, compatible avec les deux lois de A. L’ensemble quo-
tient noté A I (muni des deux lois quotients) est un anneau commutatif appelé anneau
quotient de A par I. Il est clair que :

A/ ={r+1=0€ A}

- L’¢lément neutre de 1'addition est : 0 = I.

- L’élément neutre de la multiplication est : 1 =1+ 1.

2.3.2 L’anneau F,[X] /(P)

Définition 2.3.54 Soit P un polynome de Fy[X]|. Soit A,B € F,[X], on dit que A est
congru a B modulo P, si P divise A — B. Cette propriété se note A = B mod P ou
A = BI[P].

Définition 2.3.55 Soit P € F,[X]. La relation ARB < A = B[P] est une relation

d’équivalence. On note F,[X],/(P) l’ensemble quotient de F,[X] par cette relation d’équivalence.

2.3.3 Quelque propriétes dans L’anneau F [X] /(P)

Proposition 2.3.56 L’addition, la multiplication et la multiplication par un scalaire, définies

sur l’ensemble quotient K[X|/ < P > par
A+B=A+B,
V(A, B) € K[X]? AB = AB,
Va € k, aA = aA,
font de K[X]/ < P > une k — algébre dans laquelle 1'élement neutre de ’addition est

0, classe du polynome 0 € k[x], et ’élément neutre de la multiplication est 1, classe du

polynéme 1 € k[z]. Alors (K[X]|/ < P >,+, X) est un anneau.

Proposition 2.3.57 Les élément inversible de F,[X],/(P) sont les classes des polynomes

premiers avec P.

Proposition 2.3.58 L’anneau (F,[X]/(P),+, X) est un corps si et seulement si P est
irréductible sur F,[X].
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2.3. Anneau quotient

Théoréme 2.3.59 Soit P € K[X] un polynéme non constant. La classe A € K[X]/ < P >
d’un polynome A € K[X]| est inversible dans K[X]|/ < P > si et seulement si A est premier

avec P.

Exemple 2.3.60 (Construction des corps finis)
o Le corps fini Fys

On considére le polynoéme P(X) = X34+ X+1 de Fy[X], P est irréductible. AlorsFy[X]/(P(X))
est un corps.

Fyla]/(P(a)) = {aa®? +ba +c¢ / a, b, ¢ € Fp}.

Bla]/(P(a)=1{0,1,a,a®, 1+a, 1 +a? a+a? 1+ a+a}.

#Pla]/(P(a)) = 8 = 2°.

Fla]/(P(a)) = Fys

Addition

L’addition dans Fy3 se fait modulo 2 avec 1 +1 = 0.
14+a®)+(a+a?) =1+« , I+a®)+(1+a?)=0.
Multiplication

La multiplication dans Fys se fait modulo 2 et X3 + X +1, aveca® = —a —1=a + 1.
(1+a®) x (a+a?)=a+a?+a®+at

=a+a’+(a+1)+ (a®+ )

=1+«
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2.3. Anneau quotient

X 1 a 1+« a? 1+a? a+a? |1+a+a?
1 1 a 1+ a a? 1+a? a+a? | 1+a+a?
a o a? a+ a? 1+« 1 l+a+a?| 1+4+a?
1+« 1+« a4 o? 1+ o? 1+a+a? o? 1 o
o? o? l+a l+a+a®| a+a? e 1+ a?
1+a? 1+ a? 1 o? a 1+ a+ a? e a+a?
a+a? a+a? | 1+a+a? 1 1+ a? 1+« a a?
l+a+ao?|1+a+a? 1+ a? o 1 o+ o? a? 1+«

e Le corps fini Fse

Le polynome X? + X + 2 de F3[X], P est irréductible sur F3[X]. Alors F3[X]/(P(X))
est un corp.
Soit « racine de P dans F3
Fy = F32 est un espace vectoriel sur F3 de dimension n = 2 don {1, a} est une base
F3[X]/(P(X)) = {a+ba [ a,b,c F3}
={0,1,2,1+ a, 1 + 20,2 + o, 2 + 200, @, 20}
ona’+a+2=0,a’=—-a—-1=2a+1.

Addition
L’addition dans F32 se fait modulo 3 avec 1+1+1=0

(1+a)+a=1+2a 20+a=3a=0

Multiplication
La multiplication dans Fs: se fait modulo 3 et a® + o + 2, avec a? = —a — 2 = 2a + 1
calcul de o
ad=a? a=(1+2a) a=a+2a?
=a+2(14+20)=a+2+4a
=2+ 2«
2+ a) (242a) =4+4a+2a +2a* =1+ 2a?
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2.3. Anneau quotient

=14+2(1+2a)
=da=a«a
X 1 2 « l+a | 24+« 2a 1+2a | 2+ 2«
1 1 2 « l+a | 24+« 2a 1+2a | 2+ 2«
2 2 1 2a 2420 | 142« « 24a | 14+«
« « 2a 1+ 2« 1 l+a | 24a |2+ 2 2
1+a | 1+a | 242« 1 2+« 2a 2 « 142«
24a | 24a | 1420 a+1 2a 2 24+ 2« 1 Q
2a 2a @ 2+« 2 2420 | 14+2a| 1+«
1420|1420 | 24 a | 242« o 1 1+ o 2 2a
2420 |24+ 2a| 1+« 2 142« o) 1 2a 2+«
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Chapitre 3
Divisibilité des trindmes %" + 05 + 1

par un polynéme irréductible sur Fo

3.1 Introduction

Les polynémes irréductibles sur les corps finis ont beaucoup d’application dans la théorie
des nombres et sont souvent utilisés dans la construction des codes correcteurs d’erreurs
.Les trindmes irréductibles présentent un grand défi pour les chercheurs malgré les résultats

qui paraissent régulierement. Dans cette partie on étude a la divisibilités des trinomes du

type

mam_{_l,bs + 1

par un polyndémes irréductible de degré r, sur le corps fini F,, pour a,b des entiers
quelconques et m, s des entiers & déterminer.
3.2 Divisibilité d’un trindbmes sur un corps fini

3.2.1 Primitivité d’un polynoéme irréductible sur un corps fini

Définition 3.2.61 Soit T' un polynome irréductible de degré r > 1 sur Fy .La primitivité

de T est le plus petit entier positif t tel que T divise xt — 1.
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3.2. Divisibilité d’un trinémes sur un corps fini

Exemple 3.2.62

1- Soit le polynéme T = z* + 23 + 22 + 2 + 1 irréductible sur I, et faisons les divisions
de 2t — 1 par T pour t = 2,3,4,5, ..., sur F,

22+ 1=2%+1mod(T)

2 +1=24+1mod (T)

z*+1 =24+ 22+ 1 mod(T)

P +1=(x+1)(2*+ 23+ 22+ 2+ 1) mod (T)

254+ 1=0mod (T)

Ainsi la primitivité du polynéome T est t =5

2- Soit le polynomeT” = z2 + z + 1 irréductible sur F; et faisons les divisions de 2 — 1
par T° pour t = 2,3, 4, ....sur F

2?2 —1 =2 mod(T")

P-1=@-1) (2 +x+1)

23 —1=0mod(T")

Alors la primitivité du polynome 7" est ¢ = 3

3.2.2 Théorémes de base sur la divisibilité des trindmes "+ +1
par un polyndéme irréductible sur F;
Théoréme 3.2.63 [6] Soit T un polynéme irréductible de degré r > 1 sur Fy, ayant o

comme racine dans une extension. T divise un certain trindme si et seulement si ils existent

des entiers distincts i et j tels que o' + af = 1.

Preuve. Le trinéme h (x) = ' + 27 + 1 est divisible par T si et seulement si h () =

a+al+1=0cestadirea’'+a’/=1.m
Théoréme 3.2.64 [6] Soit T un polynéme irréductible de degré r > 1 sur Iy et de prim-

wtwité t, ayant o comme racine dans une extension. Si T divise un trinéme quelconque,

alors il divise infiniment des trindémes.
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3.2. Divisibilité d’un trinémes sur un corps fini

Preuve. supposons que le polynéome T, de primitivité t, divise le trindéme ™ + x° + 1.
Alors T divise aussi la famille des trinomes ™ + 25T + 1 pour tous les entiers positifs

petov.m

Théoréme 3.2.65 [6]Soit T un polynome irréductible de degré r > 1 sur Fy, ayant o comme
racine dans une extension. Si T divise des trindmes quelconque, alors il divise un certaine

trindome de degré < t.

Preuve. Si T divise 2™ + 2° + 1,nous avons a™ + o® +1 = 0. Comme o = 1, ce qui
donne o™ +a® +1=0oum=m (modt) et s = s (modt), pour lequel m’ et s sont
dans l'ensemble {0,¢,...,t —1}. Alors T doit diviser un certain trinome 2™ + 2% +1 de

degré <t.m

3.2.3 Condition nécessaire de divisibilité des trinémes x*" + 2% +1

par un polynoéme irréductible sur F,

Dans cette section nous considérons que les conditions de divisibilité des trindbmes z*™ +
2% 41 par un polynémes irréductible de degré donné sur Fy. Soit f un polynéme irréductible
de degré n sur F, et a et b entiers positifs, il a été prouvé que s’ils existent entiers positifs
m et s telque f divise 2™ + 2% + 1, alors a et b ne sont pas divisible par 2" — 1. ci dessus

nous donnons un raffinement de ce resultat

Théoréme 3.2.66 (8] Soit f wun polynome irréductible d’ordre e > 1 sur Fy et a, b des
entiers positifs. S’il existe des entiers positifs m, s tels que f divise trinomes x™™ + % + 1

(am > bs), alors am, bs et am — bs ne sont pas divisible par e.

Preuve. Soit o une racine de f dans une certaine extension de F5. Si am est divise par
e, alors @ = 1, donc f divise un polynéme z" + 1. Comme e > 1, f(0) # 0 et donc f

bs . Par conséquent f ne peut pas diviser le trindme %™ + 2 + 1. Le cas

ne divise pas =
ou bs est divisé par e est trés similaire. supposer am — bs est divisée par e. Ensuite, de la
méme facon que ci-dessus, nous voyons facilement que "% 4 1 est divisé par f et donc

R (X‘””_bS + 1) + 1 est ne divise pas par f.
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3.2. Divisibilité d’un trinémes sur un corps fini

Si f est un polynéme irréductible de 'ordre e et degré n sur Fy, Alors e est un diviseure
2" — 1. Ainsi, le théoréme ci-dessus découle directement le résultat dans [3],et sia =b=1

et f = a? +a + 1 alors l'inverse de théoréme est également vrai. m

Corollaire 3.2.67 [8] Le trinome 2" +2"+1 (n > k)est divisé par x*>+z+1 si et seulement

sin, k, et n — k ne sont pas divisés par 3.

Preuve. Depuis l'ordre du 2% 4+ x + 1 qui est 3, la nécessité est clair d’apreés le théoréme
ci-dessus. Supposons que n, k, et n — k ne sont pas divisés par trois. Alors nous obtenons

deux cas

n = 2(mod 3),k = 1(mod 3),n — k = 1(mod 3)

ou

n = 1(mod3), k = 2(mod 3),n — k = 2(mod 3)

1- Soit « soit une racine de x? + = + 1, puis dans le premier cas, nous avons

"+ af 1=t LM 1=+ a+1=0

Ainsi 22 + z + 1 divise 2" + 2* + 1. Le deuxiéme cas est similaire m
Enfin, nous considérons que le critére pour tester si un polyndéme irréductible divise

trinomes de type X" + X% + 1 sur Fy.

Théoréme 3.2.68 (Critére de Welch ) [6]

Pour tout entier impair t, les polynomes irréductibles de primitivité t divisent des trinomes

si et seulement si le pged [1 4 xt, 1+ (1 + 2)] est de degré supérieur o 1.
Preuve. Soit

xt —

(@)=L = @) fa (@) ok, (1)

z—1

la factorisation de ¢; (z) en facteurs irréductible.Alors
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3.2. Divisibilité d’un trinémes sur un corps fini

1+a2'=1+2)¢(v)

(sur F) et

1+ (1 +2)" =2¢ (1+2)

Ainssi, excepté pour des facteurs linéaires possibles,

pged [1+2', 1+ (1+ :C)t} = pgcd [, (z) , ¢ (1 + )]

Alors collectivement les racines de fi (z), fo (), ..., f-(x) sont

ol a#0eta=1.

Par conséquent, les racines des facteurs irréductibles de ¢; (1 + z) sont

l4a, 1+a? 1+a% ..., 1+a'!

Ainssi, le pged en question est de degré supérieur a 1 si et seulement si les racines 1 + o/

de ¢; (1 + z) sont égales aux racines o' de ¢; (), c’est a dire

14+al =4a!

qui est précisement la condition qu'un facteur de ¢; (x) ayant o comme racine divise le

trinéme ' + 27 + 1. m

Théoréme 3.2.69 [9] Soit T' un polynome irréductible de degré n > 1 sur Fy et soient a,b
des entiers non nuls. S’ils existent m,s des entiers positifs tels que T divise ™™ + x> + 1,

alors a et b ne sont pas divisible par 2" — 1.
Preuve. Supposons que a ou b est divisible par (2" — 1) et nous voulons montrer que le

polynéme T, irréductible de degré n, ne divise pas %™ 4 2 + 1 quels que soient les entiers

m et s.
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3.3. Recherche des trinémes irréductible sur Fy de degré<100

1- Sia =0 mod (2" — 1) a s’écrit a = ay (2" — 1) et sachant que (z?"~! —1) = 0 mod
(T) alors 22"~ = 1mod (T) d’ott (271 — 1) = (1) mod (T') = 1 mod (T) c’est a dire

aim

que (z2"71)"" +1 = 0mod (T') . Mais le polynome T ne divise pas le monoéme z** (n > 1),

ainsi le polynome 7' ne divise pas le trinome %™ + X" + 1 quelques soient m, s entiers.
2-Sib=0mod (2" — 1), b s’écrit b = by (2" — 1), alors (xQnil)bls + 1 = O0mod (7).
Mais le polynome 7' ne divise pas le mondéme x*™ (n > 1), ainsi le polynome 7" ne divise le
trinéme %™ 4 2% + 1 quelques soient m, s entiers.
Donc le polynéme T ne divise pas le trinome 2% + 2% 4+ 1 quelques soient m, s si a ou

b est divisible par (2" —1). =

3.3 Recherche des trinémes irréductible sur F, de degré<100

Voici le programme Maple de recherche des trinémes irréductibles sur F; pour des valeurs
de a,b et M une borne fixée
> search3 := proc(a,b,p, M)
> local m,s,nb,total, f,B;
> nb :=0;
> total:= 0;
> for m form 1 while a*m <= M do
> for s from 1 while b*s < a*m do
> fi==z (am)+z (bs)+1;
> B := Irreduc(f)mod p;
> total:=total+1;
> if B True then nb := nb+ 1, print(f) fi
> od
> od;
> nb, total, evalf(nb,total)

> end:
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3.3. Recherche des trinémes irréductible sur Fy de degré<100

Les trindmes x%"+x"+1 irréductible sur F, pour:
(a,b) = (3,7), (a,b) = (5,3), (a,b) = (3,5), (a,b) = (7,5) de degré < 100.
Résultats pratiques
search3(3,7,2,100) search3(5,3,2,100) search3(3,5,2,100) search3(7,5,2,100)

2" +1 r® 2%+ 1 20 4 2° +1 e a4+ 1
o1 4+ 27+ 1 0+ 23 +1 9 4 2%+ 1 r® + %+ 1
$15+x14+1 $20+$3+1 IL'12+[L'5+1 .1‘28—|-£L‘25—|-1
$18+LL’7—|—1 QZ2O—|—LL‘15+1 $C18+1215+1 1’42—|—£L’35+1
' 2" 41 42 41 %+ 20 41 a2t 41
.1‘21—|—£L'14—|—1 $25+l‘18+1 fL‘33+{L’20+1 l‘4g—|—l'40—|—1
$30+l’21—|—1 $3O—|—LL‘9—|—1 x36+x15+1 .%'63—|-£L’5—|—1
2%+ 2 41 0+ 2 41 2%+ 2% 41 2% 2% 41
$39+J}14+1 ZE35+I’33+1 I39+{L‘25+1 1784+1}5+1
.’1339—|-l‘35—|—1 3355—|-£L‘24+1 .%'39+.%'35+1 .’1384—|-l‘35—|-1
$42+£C7+1 £C55+Z'48—|—1 1'42+Q335+1 1‘84+£C45—|—1
e+ 2% 41 %+ 2% 4+ 1 ™+ a® 41 ¥+ 2 41
1754+£L'21+1 $60+I‘15—|—1 IL‘57+{L‘25+1
£U57—|-Z’7—|—1 $60+$45+1 ZL‘57+$35+1
$57+LE35+1 QZ6O+LL‘51+1 x57+x50+1
2% + 2% 41 2% 4+ 218+ 1 2% 4+ 2+ 1
ZB63—|—ZL‘28—|—1 3365+£L‘33—|—1 1‘60+1’45+1
1‘66—|—l’35—|—1 3390—|-IL'27+1 $63+(L’5+1
2%+ 2% 41 2%+ 2% 41 2%+ 2% 41
$81+$35+1 ZE95+$78+1 ZL‘81+{L‘35+1
$81+x77+1 $95+$84+1 [E81+$65+1
33'84+£C35+1 33100—|—£C15+1 1'84+£C5+1
¥+ 2% 41 '+ 2% 41 ¥+ 2% 41
I90+ZE63+1 I100+ZL‘63+1 £E84+ZL‘45+1
$93+£B91—|—1 $100+5L'75—|—1 $84+l'75+1

25,222,0.01126126126

' 4+ 2% 41

26,337,0.07715133531

25,317,0.07886435331

12,139, 0.08633093525



3.3. Recherche des trinémes irréductible sur Fy de degré<100

Pour (a,b) = (1,1) et de degré < 40
Search (1,1,2,40)

2 +z+1 rt+ 2%+ 1 e e | o3+ 2%+ 1
»+r+1 o+ a2+ 1 24+ x+1 42"+ 1
P SR S L ST 222 4 2 4] 231 18 4]
t+ 41 o' 4ot +1 x? + 1 + 1 o+t 1
41 P+ 27+ 1 2 4+ 2%+ 1 3 4+ 2% 41
25+ 2241 215 4 28 41 22 414 4] 231 42 4]
2° 4 2%+ 1 a2t 41 2+t 41 a4 1
2+ z+1 e | r? + a3+ 1 3 4+ 2%+ 1
25 4+ 23 4+ 1 217 48 41 2% 427+ 1 233 4 13 4
25 4+ 25 4+ 1 217 45 41 2% 418 4] 233 4 20 4
"+ 41 o'+ 2%+ 1 x? + 2% + 1 %+ 2%+ 1
a3+ R AL | | 42"+ 1
2T+t 1 217 412 4] 228 4 23 1 234 27 4
27+ 25 4+ 1 217 414 4 228 4 29+ 1 2% 422 41
¥+ o+ 1 o'+ 2% 41 2?2t 41 %+ 2% 41
2+t 41 o8 2741 x4+t + 1 238+ 29+ 1
20+ 25 4+ 1 218 4 29 41 228 4 19 4] 236 4 1 4]
¥+ a4 1 o'+t 41 r? 2% 41 2?0+ 2t 41
94+ 23 +1 o+ +1 v+ 22 +1 230 + 22t + 1
210 4 27 41 220 4 23 41 229 4 22 41 236 4 25 4
RS 220 445 4 229 4 227 4] 236 4 227 4]
2?41 0+ 2 41 0+ x+1 a2t 41
212 43 11 220 417 4] 230 49 41 239 48 41
212 405 41 221 42 4 230 4 21 4] 239 4 44
212 427 11 22 4T 41 230 4 229 4] 239 4 2% 4
r12 + 2% +1 A | e R A S | 239 4+ 23 4+ 1

239 4 35 4

105,780, 0.1346153846

38



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié la divisibilité des trindmes de la forme

xam_’_xbs +1

par un polynoéme irréductible de degré quelconque, en particulier la divisibilité de ces
trindmes sur Fy, cette divisibilité est un probleme d’actualité.

Les trindmes irréductible de degré n sur F5 n’existe pas toujours et dans le cas ou il n’y
a pas de trindéme irréductible de degré n, il peut étre efficace d’utiliser des trindbmes avec un
facteur irréductible de degré n.

Dans notre travail, nous considérons certaines conditions dans lesquelles les polynomes
irréductible divisent des trindmes sur Fq, 'extension du critére de Welch pour tester si un
polynéme irréductible divise les trinémes 2™ + x° + 1 vers les trindmes %" 4 2% + 1 est

présentée.

La condition necessaire de divisibilité des trinomes par un polynome irréductible sur Fs
est la suivante:

Soit P un polynome irréductible de degré n sur F; et a, b entiers positifs, il a été prouvé
que s’ils existent entiers positifs m, s telque P divise 2™ 4 x% + 1, alors a et b ne sont pas

divisible par 2" — 1.
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Résume

Ce travail porte sur la divisibilité des trinémes de la forme %" + 2% 4 1 par un polynéme
irréductible de degré quelconque sur F,. Le contenu est composé de trois chapitres:

1- Le premiér est consacré a 1’étude des corps finis. Ils sont a la base de nombreuses
applications algorithmiques, notamment en cryptographie et en codage de I'information.

2- Le deuxiéme consiste en la recherche des polynomes irréductibles sur un corps fini a
deux éléments.

3- Dans le troisiéme nous étudions la divisibilité de ces trin6mes par un polynome irré-

ductible dans un corps & deux éléments, nous concluons le resultat suivant [9]:

e Soit T' un polyndéme irréductible de degré n sur F, et a, b entiers positifs, il a été
prouvé que s'ils existent des entiers positifs m, s telque T' divise z%™ + z** + 1, alors

a et b ne sont pas divisible par 2" — 1.
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Abstract

This work deals with divisibility trinomials of the form x%™ + 2% + 1 by an irreducible

polynomial of any degree of F;. The content is divided into three chapters:

1. The first is devoted to the study of finite fields. They are the basis of many algorithmic

applications, including cryptography and coding information.
2. The second is the search for irreducible polynomials over a finite field of two elements

3. In the third we study the divisibility of these trinomials by an irreducible polynomial

in a field with two elements, we conclude the following result [9]:

e Let T be an irreducible polynomial of degree n over F, and a, b positive integers, it
has been proven that they exist positive integers m, s telque T divides %™ + 2% + 1,

then a and b are not divisible by 2" — 1.
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